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LE BUT INITIAL de ce travail ttait de nous fournir les moyens techniques pour la 
gentralisation de la theorie des cartes cellulaires finies (surfaces compactes munies 
d’une decomposition cellulaire finie (cf. [6])) au cas infini (surfaces non rkcessaire- 
ment compactes munies d’un certain type de decomposition cellulaire). NOUS avions 
besoin de donner un sens mathematique p&is a l’operation de “decouper” une carte 
cellulaire suivant son 1-squelette, et plus gentralement un espace topologique suivant 
un de ses fermes (cette notion a CtC introduite par Ladegaillerie[5], mais n’etait 
satisfaisante que dans un cadre trop restrictif pour nous). 
Nous avons done construit une theorie de la d&coupe d’un espace topologique 
suiuant un femk, 3.1.4 satisfaisant entre autre des proprietes de “recollement”: Je 
couple forme d’un espace topologique et d’un ferme pouvant se reconstituer a partir 
de sa decoupe 3.2.1. Cette theorie s’avere le cadre nature1 de la notion “d’espace des 
bouts ci l’infini” 3.3.2 d’un espace localement compact (generalisant la theorie clas- 
sique au cas des espaces non necessairement localement connexes): l’espace des 
bouts d’un espace localement compact X s’obtient comme le complementaire de X 
dans la decoupe de son compactifie d’Alexandrof par son point a l’infini; elle permet 
aussi, par l’exemple, d’interpreter “canoniquement” certaines surfaces topologiques 
ouvertes connexes (les surfaces de “genre fin? 3.4.2, par exernple les ouverts 
connexes d’une surface compacte), comme les complementaires de parties entibres 
(i.e. compactes totalement discontinues) de surfaces compactes. 
La theorie de la decoupe est en fait un cas particulier de la theorie des “fac- 
torisations de Stein topologiques” 2.1.2, (ainsi denommee par analogie a un theorbme 
de factorisation en geombtrie algebrique) generalisant la factorisation monotone-light 
pour les applications compactes, due a Whyburn@]: une application continue quel- 
conque f: X + S se factorise de facon unique (a isomorphisme unique pres) en la 
composee X 5Y I1*S oh: 
(a) L’application g est “pure”, 2.2.1, i.e. telle que pour tout ouvert U de Y, 
l’homomorphisme canonique H”( U, F2)+Ho(g-l( U), F2) (oti F2 est le corps a deux 
elements) est un isomorphisme. (Par exemple, si Y est localement connexe, g est pure 
si et seulement si l’image inverse par g de tout ouvert 0-connexe est O-connexe). 
(b) L‘application h est une application entitre (1.1.3, (d)) (i.e. propre, separee a 
fibres totalement discontinues). On dit alors que (Y, h) est f’enveloppe de Stein de f. 
La decoupe d’un espace topologique suivant un fermt s’obtient comme 
l’enveloppe de Stein de l’inclusion du complementaire de ce ferme (cette situation de 
l’inclusion d’un ouvert dans un espace topologique n’entre pas dans le domaine 
d’application du theoreme de Whyburn). 
L’enveloppe de Stein d’une application continue s’obtient “explicitement” en 
construisant le “spectre”, 1.4, du faisceau d’anneaux f*((F2)X), image directe par f du 
faisceau simple sur X de fibre F2. Cette construction nous oblige a developper 
quelque peu le formalisme des spectres d’espaces annelks (dQ a Mme Hakim dans Je 
cadre un peu different des topos). 
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Une autre consiquence de la thCorie du spectre d’un espace annelk est la 
gCn&-alisation dans un cadre faisceautique de la “dualit de Stone”, 1.6 (anti- 
equivalence entre la catCgorie des espaces entiers sur une base don&e et certaines 
categories de faisceaux d’algcbres sur cette mCme base). 
L’idCe de ce travail nous a CtC suggCrCe par Alexandre Grothendieck. Nous tenons 
5 l’en remercier ici, ainsi que pour les fructueuses conversations que nous avons eu 
avec lui. 
50. PRBAMBULE ET NOTATIONS 
Dans le paragraphe 1, nous avons regroup6 des rCsultats techniques (principale- 
ment thCorie du spectre d’un espace annelk, dualitC de Stone gCnCralisCe) utilisCs 
ultCrieurement. Ces &on&s sont dCmontrCs dans[7]. Dans le reste du travail les 
demonstrations faciles sont omises. 
NOTATIONS 
--8ns dCsigne la catCgorie des ensembles 
-Pour un espace topologique X, on note: T,,(X) l’ensemble des composantes 
connexes de X, muni de la topologie quotient 
Ouv(X) I’ensemble des ouverts de X 
q(x) l’ensemble des voisinages d’un point x de X 
-On note X x yX’ (resp. Xu,X’) le produit fibrC (resp. la somme amalgamCe) de X et 
X’ au dessus de Y (resp. sous 2). 
-Soient X, X’ deux espaces topologiques, f une application continue de X dans X’, 
9 (resp. 9’) un faisceau sur X (resp. X’). On note f*a (resp. f*9’= 9’X X*X) 
l’image directe (resp. l’image inverse) du faisceau 9 (resp. 9’) par f. 
Soit % E Ouv(X), on note r(%, 9) l’ensemble des sections du faisceau 9 sur %. 
-Soient X un espace topologique, I un espace discret. On note H”(X, I) l’ensemble 
des applications continues de X dans I, et I, le faisceau constant sur X de fibre I. 
-On note F,, le corps premier g p ClCments. 
-Soit X une surface g bord compacte et connexe. On note g(X) le genre de X. 
-Soient (X,f), et (S’, g) deux espaces au dessus d’un espace topologique S. Alors 
(X’ = S’ x sX, f’) (oh f’ est la projection canonique X’+ S’) est l’espace au dessus 
de S’ dCduit de (X,f) par changement de base de S B S’. 
51. PR6LIMINAIRES 
1.1 D6finitions et rappels 
l.l.lt Un espace topologique est dit totalement discontinu si la composante 
connexe de tout point est rCduite 5 ce point (i.e. X?: TV). 
1.1.2t Pour un espace compact X, les conditions suivantes sont tquivalentes: 
(a) X est totalement discontinu. 
(b) il existe une base de la topologie formCe d’ensembles ouverts et fermCs. 
(c) X est isomorphe 5 une limite projective d’ensembles finis. 
(c’) X est isomorphe B la limite projective de ses quotients finis par des partitions 
en ouverts. 
tLes dkfinitions sont celles de Bourbaki[l]; certains auteurs disent “perfect” pour “propre” et “propre” 




1.1.3 Soient X’, X deux espaces topologiques, f une application continue de X’ 
dans X. 
(a)? f est dite propre si elle verifie l’une des conditions Cquivalentes suivantes: 
(i) f est fermte a fibres quasi-compactes. (ii) f est universellement fermee (i.e. 
fermee apres tout changement de base). 
(b)t f est dite separee si l’application diagonale 
X’QX’XXX’ 
est fermee. 
(c)t f est dite compacte si elle est propre et separee. 
(d) f est dite entibre si elle est compacte a fibres totalement discontinues. On dit 
alors que (X’,f) est un espace entier sur X. En particulier, un espace compact 
totalement discontinu est dit entier.? 
1.2 Propriktks 
1.2.1 Pour une application continue, la propritte d’etre entiere est stable par 
composition et par changement de base. 
1.2.2 Soient X, X’, X” trois espaces topologiques, f (resp. f’) une application 
continue de X dans X’ (resp. X’ dans X”). Alors, si f’ est separee et f’ 0 f est entiere, f 
est entibre. 
1.3 Images directes et images inverses de faisceaux 
1.3.1 Definition. Soient X, Y deux espaces topologiques, g une application con- 
tinue de Y dans X; g est dite localement o-acyclique si elle est ouverte et s’il existe 
une base % de la topologie de Y telle que pour tout 021 E B, gl% soit 21 fibres connexes. 
(Remarque. cette propriete est stable par changement de base.) 
1.3.2 PROPOSITION (changement de base). So&t X’, X, Y trois espaces topolo- 
giques, f (resp. g) une application continue de X’ dans X (resp. de Y dans X), f’ 
(resp. g’) l’application dtduite de Y’ = Y x xX’ dans Y (resp. Y’ dans X’), 9 un 
faisceau d’ensembles sur X’. Alors: 
(a) Si g est localement o-acyclique, la formation de l’image directe de 9 par f 
commute au changement de base par g, i.e. Le morphisme canonique 
g*f *(W-f ;g’*(s) 
est un isomorphisme. 
(b)t Si f est compacte et 9 un faisceau constant, la formation de l’image directe de 
9 par f commute a tout changement de base. 
1.3.3 PROPOSITION (image directe et espace entier). Soient (X, f) un espace entier 
sur un espace topologique S, 9 et 9’ deux faisceaux d’ensembles sur X admettant au 
moins une section globale, IT un morphisme de faisceaux de 9’ dans 9. Alors 7~ est un 
isomorphisme si et seulement si f * IT est un isomorphisme. 
1.4 Spectre d’un espace annele’ 
(Tous les anneaux consideres seront commutatifs et unitaires.) 
tl’hypothese que 9 soit constant n’est pas nkessaire (rhultat da 2 M. Tierney non encore publit). 
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1.4.1 D&inition. Un espace annele’ (resp. localement annele’) est un couple (S, a) 
oti S est un espace topologique et I un faisceau d’anneaux sur S (resp. un faisceau 
d’anneaux sur S tel que les fibres soient des anneaux locaux). 
Un morphisme d’espaces anneI& entre (S, a) et (S’, .&) est un couple cf, fi oti f est 
une application continue de S dans S’ et f un morphisme de faisceau d’anneaux de &’ 
dans f*(a). 
Un morphisme d’espaces localement annelks est un morphisme d’espaces annelCs 
induisant entre les fibres des morphismes locaux d’anneaux locaux. 
1.4.2 THEOR~ME T DEFINITION. A tout espace annek (S, a) on associe de manikre 
fonctorielle un espace localement annek (X, I>), appele’ spectre de (S, a), et un 
morphisme d’espaces annelks (p, p’) de (X, ox) duns (S, d) ve’rifiant la propri& 
universelle suivante: 
Pour tout espace localement annele’ (Y, Qy) et tout morphisme d’espaces annelt% (f, fi 
de (Y, QY) duns (S, a), il existe un unique morphisme d’espaces localement annelks 
(g, 2) de (Y, QY) duns (X, Qx) rendant commutatif le diagramme suivant: 
1.4.3 PROPOSITION. Soient (S, ~2) un espace annele’, (X, ox) son spectre, (p, d) le 
morphisme d’espaces annelks entre (X, Qx) et (S, s&!). Alors (a) l’application p: X + S 
est propre (b) le morphisme d: ~4 +p*(Qx) est une isomorphisme. 
1.4.4 PROPOSITION (changement de base). Soient (S, &) un espace annelk, (X, Qx) 
son spectre et (S’, f) un espace au-dessus de S. Alors l’image inverse par f de l’espace 
localement annele’ (X, Qx) est le spectre de l’espace annelt (S’, f*d). 
1.4.5 PROPOSITION (Commutation du spectre aux limites inductives 
filtrante). Soient (di, ~ii)i,i~~ un systeme inductif jiltrunt de faisceaux d’anneaux sur S, 
espace topologique, soit & la limite inductive des &i; on note (X, Qx) le spectre de 
(S, Sa), et, pour tout i E I, (xi, QxJ le spectre de (S, &i)- 
Alors, (X’, Qx,), limite projective du systtme projectif fitrant ((Xi, C&J, (Spec (qij)) 
duns la catkgorie des espaces annelks (i.e. X’ = lim Xi, QY = lim pT(l>x,)), est un espace 
localement annelt au dessus de (S, a) et l’appliiation canonyque 
(X, Qx> + W’, 0x9) 
est un isomorphisme. 
1.5 Alg&bres ind -dkployks 
1.5.1 Dk’nition. Soit k un corps commutatif. Une k-alg2bre ind-d6ploy6e est une 
k-algkbre commutative unitaire qui est isomorphe B une limite inductive filtrante de 
k-algkbres dCployCes (i.e. isomorphes & k’ oh I ensemble fini). 
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Exemple. Soit d une F,-algbbre commutative unitaire; alors d est p-idempotente 
(i.e. V a E d, UP = a) si et seulement si d est ind-deployee. 
1.5.2 PROPOSITION. Soient (S, a) un espace annel& en k-algdbres ind-ddploye’es (i.e. 
d est faisceau de k-algibres commutatives unitaires tel que les fibres soient ind- 
dt!ploye’es), (X, Qx) son spectre. Alors Xest un espace entier sur S et Qx le faisceau trivial 
de fibres k. 
1.6 Dualite’ de Stone giniralisie 
1.6.1 Soient S un espace topologique et k un corps. On note Ent/S la categoric des 
espaces entiers sur S (sous-categoric pleine des espaces au-dessus de S) et Indk/S la 
categoric des faisceaux de k-algebres ind-deploytes sur S. On definit des foncteurs 
contravariants 
k(./S): Ent/S -+ Indk/S 
Spec: Indk/S + Ent/S 
d - (Spec & P) 
1.6.2 THBOR~ME (Dualite de Stone gtneralisee). Soient S un espace topologique, k 
un corps. Alors les foncteurs 
k(./S) 
EntlS I indkls 
SpX 
sont quasi-inverses l’un de l’autre. 
1.6.3 COROLLAIRE. La catigorie des espaces entiers est anti-tquivalente 2 la catkg- 
orie des k-algkbres ind-dkploytes. 
Remarque. (1) Pour une F2-algebre, la propriete d’etre idempotente &ant 
Cquivalente a la propriete ind-deployee, le Corollaire 1.6.3 entraine la dualite de Stone 
classique. 
(2) On retrouve la caracterisation des espaces entiers sur un espace due a 
Dyckhoff [2]: tout faisceau en k-algebres ind-deploy&es & sur un espace topologique 
S &ant limite inductive filtrante de faisceaux en k-algebres deployees sur S (on peut 
prendre les faisceaux engendres par un nombre fini de sections (partiellement definies) 
de Se), par la commutation du spectre aux limites inductives filtrantes (cf., 1.4.5) et le 
Theo&me 1.6.2, on a le corollaire: (Dyckhoff) 
Soit X un espace au dessus d’un espace topologique S, alors: X est entier sur S si 
et seulement si X est limite projective filtrante d’espaces finis sur S (i.e. entiers sur S 
a fibres finies). 
$2. FACTORISATION DE STEIN TOPOLOGIQUE 
2.1 Factorisation de Stein 
2.1.1 IXjinition. Soient X, S deux espaces topologiques, p une application con- 
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tinue de X dans S. On appelle enueloppe de Stem de X sur S, notC (%(X/S), T), 
I’espace entier sur S (Spec Fl(X/S), CT) (cf. 1.6.1). 
2.1.2 THBORBME (Factorisation de Stein). Soient S un espace topologique, (X, p) un 
espace SW S, (St(X/S), 7r) l’enveloppe de Stein deXsur S, q l’application canonique de X 
duns St(X/S). Alors (St(X/S), 7~) possede la proprie’te’ universelle suivante: pour tout 
espace (K, f) entier sur S et tout S-morphisme g de X duns K, il existe un unique 
S-morphisme g de S&X/S) duns K rendant commutatif le diagramme suivant: 
Demonstration. Cf., 2.1.7 
2.1.3 COROLLAIRE (formulation kquivalente de ThCorbme 2.1.2. Le foncteur 
Hom(X, .): Ent/S + %ns 
est representable par (%(X/S), T). 
2.1.4 Definition. Soit X un espace topologique. On appelle enveloppe de Stem de 
X, nott St(X), I’espace entier (sous X) Spec H”(X, F?). 
2.1.5 COROLLAIRE. Soient X un espace topologique, St(X) son enveloppe de Stein, q 
l’application canonique de X duns St(X). Alors St(X) posstde la propritte’ universelle 
suivante: pour tout espace entier K et toute application continue g de Xdans K, il existe 






2.1.6 LEMME. Soient S un espace topologique, (X, p) un espace au-dessus de 
(3(X/S), 7~) son enveloppe de Stein, q l’application canonique de X dans St(X/S). 
Alors on a 
4(X) = st(x/s) 
P(X) = Tr(St(X/S)). 
S, 
2.1.7 Demonstration du Theoreme 2.1.2. Montrons que l’application canonique 
cp: Homs(St(X/S), K) + Homs(X, K) est une bijection. On d&nit une application I/J 
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par: 
Homs(X, K) + Hom.s4F2(KIS), F2(X/S))) 
\ If (cf., 1.6.2) 
Homs(St(X/S), K) 
cp01+I1 = IHOM~,Y.~): Cvident par construction de + 
$0~ = ~H~~s(.Q(x,s.K): dkcoule du fait que q(X) est dense dans St(X/S) (cf., 2.1.6) et 
que K est entier sur S (cf., 1.1.3). 
2.1.8 PROPOSITION. (a) La formation de l’enveloppe de Stein commute a tout 
changement de base localement o-acyclique (et done en particulier a la localisation en 
un ouvert quelconque). (b) Soient X, S deux espaces topologiques, f une application 
compacte de X dans S. Alors la formation de l’enveloppe de Stein de X sur S commute 
a tout changement de base. 
Demonstration. DCcoule de 1.3.2 et 1.4.4. 
2.1.9 COROLLAIRE. Soient S un espace topologique, X un espace au-dessus de S, I 
un espace localement connexe. Alors l’application canonique 
St(X x r/s x I> + st(x/s) x I 
est un homtomorphisme. 
2.2 Applications pures 
2.2.1 THBOR~ME ET DEFINITION. Soient X, Y deux espaces topofogiques, f une ap- 
plication continue de X dans Y; f sera dite pure si elle vtrifie l’une quelconque des 
onze conditions Cquivalentes suivantes : 
(a) L’application canonique 
W2h + f *(@2)x) = (F2)LW Y) 
est un isomorphisme. 
(b) Pour tout % ouvert de Y, l’application canonique 
HYOU, F2) -3 H”U-‘W, F2) 
est un isomorphisme. 
(c) Pour tout y de Y l’application canonique 
est un isomorphisme. 
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(a’) 
(b,) Obtenues en remplacant F2 par un ensemble fini quelconque I de cardinal 
(4 i 
au moins &gal a dew. 
(d) Pour tout espace (K,f) entier sur Y, l’application canonique 
Homv(Y, K)+Homy(X, K) 
est un isomorphisme. 
(e) Pour tout espace topologique S, toute application de Y dans S et tout espace 
(K, f) entier sur S, l’application canonique 
Homs(Y, K) -+ Homs(X K) 
est un isomorphisme. 
(d’) 
(e’) 
Obtenues en localisant les conditions precedentes en tous les ouverts de Y. 
(f) L’application canonique 
St(X/Y)+ Y 
est un isomorphisme. 
Demonstration. 
aeb@c 












par definition d’isomorphisme de faisceaux 
+ : construction de St(XjY); (r: par l’equivalence de categoric 1.6.2 
par le Theoreme 2.1.2 
en faisant K = KXsY. 
evident 
idem d e e 
cas particulier 
cas particulier ou K = Y x F2 
unicite de la solution du probleme universe1 de la factorisation de Stein. 
par la localisation de la factorisation de Stein, 2.1.8 
cas particulier 
par la localisation de St(X/Y). 
Remarque. a’ non equivalent a a si I infini. 
2.2.2 PROPOSITION. Pour une application continue: (a) La propriete d’etre pure est 
stable par composition et par changement de base localement o-acyclique. (b) La 
propritte d’etre pure et compacte est stable par tout changement de base. 
Demonstration. Decoule de 1.3.2 et 2.2.1. 
2.3 Caractdrisation de l’enveloppe de Stein 
2.3.1 THBORBME (caracterisation de l’enveloppe de Stein). Soit le diagramme 
commutatif suivant (darts la categoric des espaces topologiques): 
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X 
I 
h I \ J Y x s 
Alors (Y, g) est isomorphe 6 (St(X/S), T) (en tant qu’espaces sous X), si et seulement 
si f est pure et g entikre. 
De’monstration. 
2.3.1.1 L’application canonique 
. q: X*St(X/S) 
est pure car (0.2.1) + (2.1.2) + (2.2.1) (d) 
2.3.1.2 Inversement, par la Caractkrisation 2.2.1 (e) de la puretk, on montre 
(Y, g) est solution du probkme universe1 rCsolu par la factorisation de Stein. 
we 
2.3.2 THI?OR~ME.? Soient X, Y deux espaces topologiques. Alors toute application 
de X duns Y s’e’crit de manibre unique (k isomorphisme canonique prks) comme la 
compose’e d’une application pure suivie d’une application entidre. 
2.3.3 COROLLAIRE. Une application ci la fois pure et entibre est un home’omor- 
phisme. 
2.3.4 PROPOSITION (Composition des factorisations de Stein). Soit le diagramme 
commutatif suivant (duns la catt!gorie des espaces topologiques): 
X 
I \ Y 
S 
J 
Alors St(X/S) d’identifie ki l’une quelconque des enveloppes de Stein suivantes: 
st(st(x/Y)/S), st(st(st(x/Y)/Y)S), st(st(x/Y)/St(Y/S)), st(x/st(Y/s)). 
Dkmonstration. ImmCdiate en utilisant la caractkrisation de l’enveloppe de Stein 
(cf., 2.3.1). 
2.3.5 PROPOSITION. L’enveloppe de Stein d&kit un foncteur de la catigorie des 
triples (S, X, p) oti S est un espace topologique et (X, p) un espace au dessus de S, ti 
valeurs duns la catigorie des triples (S’, Y, T) oh S’ est un espace topologique et 
(Y, 7~) un espace entier sur S’. 
De’monstration. ConsCquence immkdiate de 2.3.4. 
We thkortme constitue une gtntralisation du thkortme dtmontrk par Whyburn: toute aPPliCation 
continue entre deux compacts se factorise en une application continue g fibres connexes suivie d’une 
application continue 5 fibres totalement discontinues (cf. [8]). 
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2.4 Cas particuliers d’enveloppes de Stein 
2.4.1 PROPOSITION. Soient X, S deux espaces topologiques, f une application com- 
pacte de X dans S, et s E S. Alors l’application canonique 
~o(Xs)( = St(X))+ SW/s), 
est un isomorphisme. 
De’monstration. Cf., 1.3.2 et 1.4.4. 
2.4.2 PROPOSITION. Soient S un espace localement connexe, (X, f) une fibration 
localement triviale sur S (i.e. pour tout s E S, il existe un voisinage ouvert Ou de s tel 
que f-‘(42) soit home’omorphe ti % XX, en tant qu’espace au-dessus de ‘JU), et s ES. 
Alors 1 ‘application canonique 
St(x) --, SWJS), 
est un isomorphisme. 
3.1 Couples purs 
83. DfiCOUPE 
3.1.1 Dkfinition. Soient X un espace topologique, Y un fermC de X, i l’inclusion de 
Q = X\Y dans X. Le couple (X, Y) est dit pur si l’application i est pure. 
3.1.2 Etant don&s un espace topologique X et un fermt Y de X, on note 
Pur(X, Y) la sous-cattgorie pleine de la catkgorie des espaces (X’, f) au-dessus de X 
tels que (X’, Y’ = X’(Y) soit pur. 
3.1.3 THBOR~ME. Soient X un espace topologique, Y un fermt de X, % = X\Y. 
Alors l’enveloppe de Stein de % sur X est objet final de Pur(X, Y). 
Dt?monstration. Cf., 3.1.6. 
3.1.4 Soient X un espace topologique, Y, un fermt de X, 91 = X\Y. On appelle 
de’coupe de X suivant Y I’enveloppe de Stein de 011 sur X, que l’on notera (x(X, Y), p). 
On notera Z le foncteur ainsi obtenu de la catkgorie des couples (avec pour 
morphisme d’un couple (X, Y) dans un couple (X’, Y’) les applications continues f de 
X dans X’ telles que f-‘(Y’) = Y), dans la catCgorie des couples purs. 
3.1.5 PROPOSITION. Soient X un espace topologique, Y un fermi’ de X, (2, P) un 
espace au-dessus de X. Alors les conditions suivantes sont Bquivalentes: 
(a) (2, P) est objet final de Pur(X, Y); 
(b) (i) (??, r) est entier sur X, (ii) (x, E = x/Y) est pur (iii) r induit un 
homkomorphisme entre 4!i = ??I021 et % = X\Y; 
(c) (i) (2,~) est entier sur X, (ii) il existe une section pure de IT dkfinie sur %. 
3.1.6 DCmonstration de 3.1.3 et 3.1.5. 
3. I .6.1 Par fonctorialitk de l’enveloppe de Stein (cf., 2.3.Q le diagramme suivant 
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est commutatif :
et %’ Ctant dense dans X’ (cf., 2.1.6) et St(%/X) entier sur X, l’application ainsi 
definie est unique. 
(a) (j (c) par l’unicite de l’objet final et la caracterisation de l’enveloppe de Stein 
(cf., 2.3.1). 
(a) e (b) (i) et ii sont verifies, (iii) s’obtient par localisation en % (cf., 2.1.8). 
(b) j (c) car la composee d’une application pure par un homeomorphisme est 
pure. 
3.1.7 PROPOSITION. (a) La formation de la d&coupe commute a tout changement de 
base localement o-acyclique et en particulier en la localisation en un ouvert. 
(b) De’coupe ite’ree: Soient X un espace topologique, YI et YZ des parties fermtes de 
X, et (x(X, I’,), pJ la dkoupe de X selon Y,. Alors x(X, Y, U YJ s’identifie 
canoniquement a Z(C(X, YI), PI-‘(Yz)). (c) De’coupe et isotopie: Soient X (resp. X’) 
un espace topologique, Y (resp. Y’) un fermi’ de X (resp. de X’), f et g deux 
morphismes de couples de (X, Y) duns (X’, Y’). Alors f et g sont isotopes (i.e. 
homotopes en tant que morphismes de couples) si et seulement si Z(f) et Z(g) sont 
isotopes (i.e. homotopes en tant que morphismes de couples de (Z(X, Y). 2(X, Y)lY) 
duns (x(X’, Y’), 2(X’, Y’)lY’)). 
3.2 Decoupe et recollement 
3.2.1 TH~OR~ME. Soit % la categoric des quadruples (2, Y, Y, g) oii X, Y sont des 
espaces topologiques, Y un fermt de X tel que le couple (2, Y) soit pur et g une 
application de Y duns Y telle que: 
(a) (Y, g) est un espace entier sur Y 
(b) g est X&par&e (i.e. deux points d’une m&me fibre sont separes duns 2). 
Soit %’ la categoric dont les couples (X, Y), oti X est un espace 
topologique et Y une partie fermee de X, et les ffeches les applications continues f de 
X duns X’ telles que Y = f-‘( Y’). 
Considerons les foncteurs 
F(A, v, Y, g) = (2 Ll FY, Y) 
GW, Y) = CW, Y), P-‘(Y), Y, PIP-‘(Y)). 
Ces deux foncteurs sont quasi inverses l’un de l’autre. 
Demonstration. 
3.2.1.1 F 0 G = 10, 
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Soit (X, Y) E 06%‘. Alors l’application canonique: 
est un homeomorphisme: elle est bijective (evident) et fermee car p est fermee. 
3.2.1.2 G 0 F = 1%. 
Soit (2, Y’, Y, g) E Obe. II suffit de voir que l’application canonique: 
fait de X un espace entier sur XII vY: 
(i) p est separee car pJJ?\F est un homeomorphisme et p I? = g, et verifie la 
condition (b). 
(ii) p est fermee car g est fermee. 
(iii) Les fibres sont compactes totalement discontinues car g fait de Y un espace 
entier sur Y (cf., a). 
3.2.2 En particularisant le theortme precedent au cas oh Y est reduit a un point, 
on obtient une equivalence de categories entre la categoric des couples purs (X, Y) ou 
Y est entier et X-separe, et la categoric des espaces ponctuts par un point fermi. 
3.2.3 D&ition. Soit (X, x) un espace ponctue par un point ferme. 2(X, {x}), est 
appele espace des bouts de X en x et sera note Bt,(X). 
3.3 Application aux espaces localement compacts 
3.3.1 TH~OR~ME. Soit %, la sous catigorie pleine de la catkgorie des couples purs 
forme’e des objets (2, P) oli I? est compact et P entier. 
Soit %$ la categoric dont les objets sont les espaces localement compacts et les 
fleches les applications propres. 
Considerons les foncteurs 
F,(T?', P) = T?\p 
G,(Z) = (2 = Z@, {a}), k, 
ou Z designe le compactifie d’alexandroff de Z et w le point a l’infini. Ces deux 
foncteurs sont quasi-inverses l’un de l’autre. 
Dkmonstration. DCcoule du ThCoreme 3.2.1 et de l’equivalence de categoric entre 
espaces compacts ponctues et espaces localement compacts (avec pour fleches les 
applications propres) don&e par la compactification d’Alexandroff. 
3.3.2 D$nition. Soit Z un espace localement compact. x.<Z, {w}), d&coupe du 
compactifie d’Alexandroff de Z par son point a l’infini, appele compactijit pur de Z 
(et note Z), et .&, f’espace des bouts ci l’infini de Z (et note Bt,(Z)). 
3.3.3 COROLLAIRE. Soient Z un espace localement compact, T une partie ferme’e 
totalement discontinue telle que le couple (Z, T) soit pur. Alors T s’identifie h un 
ouuert de Bt,(Z\T). 
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Dtmonstration. 
3.3.3.1 LEMME. Soit T un espace localement compact totalement discontinu. Alors 
p, compactijit d’Alexandro$ de T, est entier. 
3.3.3.2 LEMME. Soient Z un espace localement compact, T un fermi de Z tel que 
(Z, T) soit pur, 2 le compactifie’ pur de Z, p l’application canonique de 2 dans 2. Alors 
le couple (i, p-‘(P)) est pur. 
De’monstration. Dtcoule du fait que la composke de deux applications pures est 
pure (cf., 2.2.2) et de I’homkomorphisme induit par p entre i\p-‘(w) (oti w dtsigne le 
point g l’infini de Z) et Z: 
Z\P-‘Cf’) = Z\T h7’ z = i\p-‘(0) =+ z. (Pure) 
3.3.3.3 Par l’kquivalence de cattgorie du ThtoGme 3.3.1, (2, p-‘(f)) s’identifie A 
(x, Bt,(Z\T)) et done, p-‘(o) &ant fermC, T s’identifie Q un ouvert de Bt,(Z\T). 
3.3.4 THBOR~ME. Soit Ce2 la catt!gorie dont les objets sont les couples purs (Z, T) oti 
Z est localement compact, T une partie fermte totalement discontinue de Z, et les 
fltches les applications propres de Z dans Z’ telles que fm’(T’) = T. 
Soit %i la catkgorie dont les objets sont les couples (Z’, Y) oti Z’ est un espace 
localement compact et Y une partie ouverte de Bt,(Z’), et les flbches les applications 
propres de Z,’ duns 2,’ telles que Y,’ soit l’image inverse de Y2’ par l’application 
induite sur les bouts ci l’infini. 
Considkrons les foncteurs 
F2(Z, T) = (Z\T, T) 
Gz(Z’, Y> = (z’\&,,,Y, Y) 
Ces foncteurs sont quasi-inverses l’un de l’autre. 
D6monstration. ConsCquence immkdiate de 3.3.1 et 3.3.3. 
3.4 Applications aux surfaces 
3.4.1 THI~ORBME. Soient X une surface (Zvaridtb topologique) et Y une pan 
fern&e de X. Alors le couple (X, Y) est pur si et seulement si Y est totalement 
discontinu. 
Dkmonstration. Cf., 3.4.1.7. 
3.4.1.1 LEMME. Soit y une courbe simple (i.e. injection continue de S’) dans R2 
telle que y(O) = i, y(r) = - i et 
rW, ~1) C R2\R- x to) 
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y([~,2~]) CR2\R+ x (0). 
Alors 0 est inttrieur ti y (i.e. dans la composante connexe horn&e de R2\y). 
De’monstration. 11 suffit de montrer que I’indice de y par rapport a 0 est Cgal a I 
(theoreme de Jordon cf. DieudonnC Elements d’Analyse I) en effet y est homotope 
dans R\(O) au lacet w defini par 
homotopie 5 extremites fixes construite separement pour les lacets yI et y2 qui sont 
dans des ouverts simplement connexes. 
L’indice de w par rapport a 0 Ctant Cgal a I, il en est de m&me pour y. 
3.4.1.2 LEMME. Soient K un compact de R2 et a une composante connexe borne’e 
de R2\K. Alors (Y est inch dans l’enveloppe convexe de K. 
3.4.1.3 LEMME. Soient (Ki)is, une famille finie de compacts disjoints de R*, et a 
une composante connexe borne’e de R2\K oti K = U Ki. Alors il existe i E I et ai 
iEI 
composante connexe bornke de R2\Ki telle que (Y C (YP 
Dtmonstration. Consequence du theoreme de Janizewski (cf. Dieudonne EICm- 
ents d’Analyse I). 
Soient K,, K2 deux compacts de R2 tels que K1 fl K2 soit connexe. Alors si deux 
points ne sont pas &pares par Kr (i.e. appartiennent a la m&me composante connexe 
de R2\Kl) ni par Kz, ils ne sont pas separes par K, U K?. 
3.4.1.4 LEMME. Soit K une partie entikre de R2. Alors R*\K est connexe. 
Dtmonstration. K &ant entier, pour tout E > 0, il existe une partition finie (Ki);E, 
de K en parties ouvertes et fermees de diametre inferieur a E. Et done, par les 
Lemmes 3.4.1.3 et 3.4.1.4, toute composante connexe bornee de R\K Ctant de 
diambtre inferieure a E pour tout l > 0, est vide. 
3.4.1.5 LEMME. Soit K une partie compacte de R'. Alors K admet un systtme 
fondamental de voisinages form6 de surfaces ti bord compactes. 
Dtmonstration. Soient W un voisinage de K et E = d(K, CW). On recouvre K par 
un nombre fini de car& ouverts de c&C e/2. Quite a modifier legkement ce recou- 
vrement, on peut supposer que la reunion des adherences de ces carres est une 
surface a bord compacte. 
3.4.1.6 PROPOSITION. Soient X une surface compacte et connexe, Y une partie 
fermke de X. Y est entitre si et seulement si Y admet un systtme fondamental de 
voisinages form& de sommes finies de disques fermts arbitrairement petits (pour la 
structure uniforme canonique sur X). 
Dkmonstration. Soient W un voisinage ouvert de Y, d une metrique X, et E > 0 
tel que E < (1/2)d(Y, CW) et que tout boule fermee de rayon inferieur a E soit un 
disque topologique. Y &ant entier, il existe une partition finie (Y)isr de Y en parties 
ouvertes et fermees de diametre inferieur a E. 
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Soit Cy = t Inf (ET d( Yi, Yj>>- 
I,JEl 
Par le Lemme 3.4.1.5, pour tout i E I il existe une surface a bord compacte X, telle 
que Y, c Xi et diametre (Xi) < E + 2a. Quite a changer I’ensemble d’indices, on peut 
supposer que les X, sont connexes. Les X, sont done des disques a trous. En 
bouchant ces trous (i.e. en rajoutant a chaque Xi les composantes connexes de W\Xi 
relativement compactes dans W), on obtient des disques fermes X: we l’on peut 
supposer disjoints (quite a changer I’ensemble d’indices) et qui sont inclus dans W par 
construction. 
La reciproque est immediate, car tout point de Y possede alors un systeme 
fondamental de voisinages ouverts et fermes (les traces sur Y des disques fermes 
arbitrairement petits). 
3.4.1.7 Dtmonstration de 3.4.1, 
3.4.1.7.1 Soient X une surface, Y une partie fermee telle que (X, Y) soit pur. 
Montrons que la composante connexe de tout point y de Y est reduit a y : 
Soient y E Y, D un disque ouvert voisinage de y, a et b deux points distincts de 
D\Y (possible car Y = 4). On peut trouver un homeomorphisme de D avec R* qui 
envoie y en 0, a en i et b en -i. Soit 2 l’image de Y fl D dans R*. Puisque (R2, 2) est pur, 
et R2\R- (resp. R2\R’) est connexe, il existe un chemin p, (resp. p2) joignant a et b dans 
(R2\Rm)\Z (resp. (R’/R’)\Z). 
(R’\R-)\Z (resp. (R’\R’)\Z) &ant un ouvert connexe de R’, on peut supposer que pr 
(resp. pJ est une ligne brisee, et done, quite a modifier legbrement pI ou p2, que 
p = PI * p2-l est une courbe simple. Par le Lemme 3.4.2, 0 est interieur a p. 
Int y fl Z est done une partie ouverte et fermee de Z contenant 0. 
3.4.1.7.2 Decoule directement de 3.4.1.4 et 3.4.1.6. 
3.4.2 Surfaces connexes de genre fini. 
3.4.2.1 D$inition. 




On appelle surface connexe de genre finie une surface connexe 
une suite croissante {X,}nEN de surfaces a bord compactes et 
x= ux, 
IlEN 
X” c X,1+,\ax,+i VnEN 
Supk(X, ), n E N) < +x 
(g(X) = Sup{g(X,), n E N} est appele genre de X). 
Remarque. Touie surface differentiable connexe separee, denombrable a l’infini 
verifie la condition (a). 
3.4.2.2 LEMME. Le compactifit pur d’une surface connexe de genre fini est une 
surface compacte et connexe de m&me genre et inversement, si le compacti@ pur d’une 
surface skparte est une surface connexe, cette surface est connexe de genre fini. 
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Dkmonstration. Soient {Xn}nEN une suite verifiant les conditions de la Definition 
3.4.2.6 et no E N tel que g(X,,,) = g(X). 
On obtient une surface compacte de genre g(X) en recollant par leur bord a X,,, 
des disques fermes, sur chacune des composantes connexes de 8X,,. Soit Z cette 
surface. 
Soit D un disque ferme de Z tel que 
--- 
B > Z\X”,. 
On peut choisir une metrique sur D (par un homeomorphisme avec le disque 
standard) telle que les composantes connexes de ax,,, soient des cercles disjoints de 
rayons 1/4vo (ou ~0 = card (hoax,,)). 
X,+,\X, est somme topologique de v. disques a trous. Pour chacun de ces disques 
a trous, on choisit un homeomorphisme (fixe sur le bord) avec la composante connexe 
correspondante de Z\X, privee de vi 
de rayon 1/8vl, oti VI = card(r,$X,,,+I) 
trous. 
disques ouverts dont les bords sont disjoints, 
et VI’ est le nombre de trous de ce disque a 
Fig. 1. 
En r&t&ant le pro&de, on construit un homtomorphisme entre X et Z\T, ou T est 
I’intersection de tous les disques fermes intervenant dans la construction. T est done 
une partie entiere de Z et, par le Theoreme 3.4.1, le couple (Z, T) est pur. 
Par la caracterisation du compactifie pur (cf. Theoreme 3.3.1), 2 est le compactifie 
pur de X. 
2. 
3.4.2.3 LEMME. Soient Z une surface compacte et connexe et T une partie entiere de 
Alors Z\T est une surface connexe de genre fini. 
Demonstration. Decoule de 3.4. I .6. 
3.4.2.4 THBOR~ME. Soit % la categoric dont les objets sont les surfaces connexes 
de genre fini et les fle’ches les applications propres. 
Soit V’ la catt?gorie des couples (Z, T) au Z est une surface compacte connexe et 
T une partie entitre de Z, les morphismes de V’ &ant les morphismes de couples 
(i.e.: f: (Z, T)+(Z’, T’), tel que f-‘(T’) = T). 
Conside’rons les foncteurs 
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F(X) = (2, BL(X)) 
G(Z, T) = Z\T 
(oti _% de’signe le compactife’ pur de X) 
Ces deux foncteurs sont quasi-inverses l’un de l’autre. 
De’monstration. DCcoule directement des ThCorkmes 3.3.1, 3.41 et du Lemme 
3.4.2.5. 
3.4.2.6 LEMME. Soient Z une surface connexe de genre jini et T une partie fermte 
totalement discontinue de Z. Alors Z\T est une surface connexe de genre jini. 
3.4.2.7 Dkfinition. On appelle trou d’une surface skparte X un ClCment de Bt,(X). 
3.4.2.8 COROLLAIRE (Bouchage des trous). Soit Fe, la catkgorie dont les objets sont 
les couples (X, Y) oii X est une surface connexe de genre fini, et Y une partie fermte 
totalement discontinue de X, et les flbches les morphismes de couples qui sont des 
applications propres. 
Soit Ce; la catkgorie dont les objets sont les couples (Z, T) oii Z est une surface 
connexe de genre fini et T une partie ouverte de B&(Z) et les Ptches les applications 
propres de Z dans Z’ telles que T soit l’image inverse de T’ par l’application induite 
sur les bouts ci l’infini. 
Considtrons les foncteurs : 
FI(X, Y) = W\Y, Y) 
G,K T) = (i\%st,tzj T, T) (bouchage des trous). 
Ces deux foncteurs sont quasi-inverses l’un de l’autre. 
Dtmonstration. Dtcoule de 3.3.4, 3.4.3.4 et 3.4.1. 
I. BOURBAKI: Topologie C%nirale. 
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